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VRESUMO
Neste trabalho, nos Capítulos 0 e 1, caracterizamos respectivamen 
te, medidas como funções aditivas de conjuntos e medidas como fun 
cionais lineares.
0 Capítulo 2 contém o principal resultado obtido, ou seja, m e d i ­
das positivas finitas são derivadas no sentido de Schwartz de <- 
-funções de distribuição.
E, no Capítulo 3, caracterizamos a medida de Lebesgue, como limi-
\
te de medidas positivas e finitas.
ABSTRACT
In this work, in Chapters 0 and 1, we caracterize measures 
sets of additive functions and linear functions respectively.
The 2nd Chapter contains the principal result obtained, i,e, 
tive finite measures are derived in the sense o f  Schwartz of 
functions of distributions.
And in the 3rd Chapter we caracterize Lebesgue measure as 1 
of positive finite measures.
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INTRODUÇÃO
Como pré-requisito para a leitura e compreensão deste trabalho :ê 
indispensável que o leitor tenha conhecimentos de Teoria da M e d i ­
da e de Analise Funcional.
0 objetivo principal deste, é a divulgação de conceitos pouco co­
nhecidos, como por exemplo, a derivação no sentido de Schwartz. 
Ela estende o conceito de derivação no sentido usual.
Segue, então, que temos funções que não são deriváveis no sentido 
do cálculo e^o são no sentido de Schwartz. E m  particular, "todas 
as funções contínuas são deriváveis", no sentido de Schwartz.
0 trabalho ê desenvolvido usando-se vários exemplos e gráficos pa 
ra melhor compreensão.
0 Capítulo 0 condensa uma teoria que caracteriza as medidas como 
funções aditivas de conjuntos, ou seja, é um breve resumo dos con 
ceitos de Teoria da Medida e alguns tõpicos de Análise Funcional. 
Contém os pré-requisitos para a leitura dos outros c a p í t u l o s ,cons 
tituindo-se basicamente de definições.
No Capítulo 1 consideramos um espaço de funções teste, C- (R) e ca 
racterizamos as medidas como funcionais lineares que atuam sobre 
elementos de Cc ( R ) .
Primeiramente, mostramos que Cc (R) é um espaço vetorial e., portan
2•to, é válida toda a estrutura já conhecida. Então, simplesmente, 
■%
caracterizamos funcionais lineares conio elementos que atuam sobre 
o espaço Cc (R). Ressaltamos ainda a continuidade dos funcionais 
lineares, relacionando-os com medidas.
0 Capítulo 2 apresenta o principal resultado deste trabalho, r e ­
presentado pelo Teorema 2.3.13, ou seja, as medidas positivas fi­
nitas são derivadas no sentido de Schwartz de K-funções de distri^ 
buição.
0 Capítulo 2 é éxtenso e subdividiremos em três parágrafos para 
maior clareza:
\ ■ ■ •
2 . 1 -  Funções de Distribuição e ic-funções de Distribui 
ção
2.2 - Derivação no Sentido de Schwartz
2.3 - Medidas e a Derivação no Sentido de Schwartz
Em 2.1 introduzimos uma definição, K-função de distribuição, que 
é muito importante na construção da teoria dos Capítulos 2 e 3.,
Ao conjunto de todas essas funções denominamos K e mostramos que 
K gera um espaço vetorial ( E ) , e encerremos o capítulo com a defi 
nição 2.3.15, isto é, uma medida finita (com sinal) é a derivada 
no sentido de Schwartz de um elemento arbitrário de E.
Finalmente, no Capítulo 3, apresentamos a medida de Lebesgue co-
*
mo "limite" de medidas positivas e finitas obtidas a partir de 
K-funções de distribuição. Para compreensão deste capítulo, e e s ­
sencial a leitura do Capítulo 2, já que todo o desenvolvimento ba 
seia-se em conceitos introduzidos no mesmo.
CAPÍTULO 0
MEDIDAS COMO FUNÇÕES ADITIVAS DE CONJUNTOS
Este Capítulo contém .material para fácil referência, visto que 
compacta todos os conceitos necessários para a  •leitura dos proxi 
mos capítulos.
§ 0.1 MEDIDA E ESPAÇO MEDIDO
Seja X um conjunto não vazio ej^ ç  p ( X ) , onde P(X) de-
’ \nota a classe de todos os subconjúatos de X.
0.1.1 Definição
Uma coleção de subconjuntos de I  é dita uma a-ãlge- 
bra em X se,
i) X £ S
ii) A é ofl => A c £ c Â  onde A c representa o complemen­
to de A  em relação a X.
iii) a ( A ^ ^ )  =» '■ U A € «
a
0.1.2 Definição
O par (Xji) , onde Jl- é uma o-álgebra definida no con-
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junto X, ê chamado um espaço mensurável.
0.1.3 Definição ' ■
Uma função V-çfk =  (““» 00 ] onde J l  e uma a-ãlgebra, é
4chamada uma função de conjunto.
0.1.4 Definição
Seja y uma função de conjunto, y e finitamente aditiva 
s e , e somente se ,
n n n nA  = Aj , ne-.N, A , A € entao y (A) =i| 1y (A^) 
y é dita a-aditiva se, e somente se,
CO
A = U A: A, £ r ãi = 1 1
C\ Aj = $
0.1.5 Definição
Uma medida positiva é uma função de conjunto, cuja im_a 
gem é [o, ~ ] , satisfazendo ainda a condição da aditivi^ 
d a d e .
Exemplos de Medidas ’
0.1.5.1 A medida de Lebesgue restrita a cr-algebra dos subcon - 
juntos Borelianos de um conjunto mensurável X C R n .
0.1.5.2 A  medida de contagem sobre um conjunto X: dado um c o n ­
junto X tomamos = P (X) e para AC.X definimos
|A| (numero de elementos de A) 
se A for finito.
“> se A for infinito,,
50.1.5.3 Probabilidade e.uma medida positiva completa, tal que 
y (X) = 1, onde X represent á o -espaço todo.
0.1.6 Definição
Uma terna ( X , | ,  y), o n d e ^  é uma o-ãlgebra definida 
no conjunto X, e v uma medida definida em $- é chamado 
em espaço de medida.
0.1.6.1 Um caso particular de um espaço de medida, e o espaço 
de probabilidade; (R, 8', P) onde R  representa a reta, 
o s  borelianos da reta e P uma pr©babilidade definida 
em B*.
\ • •
§ 0.2 ' FUNÇÕES MENSURÁVEIS
Daremos atenção especial ao estudo dessa classe de fun 
ções para construção de uma integral mais geral que a 
integral de Riemann, a integral de Lebesgue.
0.2.1 Definição
Sejam (X, jj) e (X , ^  ) espaços m e n s u r á v e i s . Então
t ^  _  J
f  : X -*• X e dita funçao mensurável se para todo 
A £ $  , f 1'(A)€(
*
0.2.2 Definição
Seja s uma função real definida em X. Se o conjunto de 
valores de s e f i n i t o , dizemos que s ê uma função sim- 
p l e s .
6Exemplo
0.2.2.1 Seja A C  X e
l x e  A
X-A Cx) =
0 x A
X"A c chamada função característica de A..
Suponhamos o conjunto de valores de s constituído de números d i s ­
tintos ci ....... . . cn . Seja
«
i^ =(x/s(x) = c j  para i = 1, 2, n,
e n t a o ,
n Y- 
s = i ^ C i  XAi
Isto e, toda função simples e uma combinação linear finita de fun 
ções características.
G . 2.3 Teorema
0 conjunto das funções mensuráveis constitui ura espaço 
vetorial de funções sobre R, com as operações soma e 
multiplicação por escalar.
D e m o n s t r a ç ã o :
Basta demonstrar que se f e g são funções mensuráveis, 
e a um número real, então a f  + g também é uma função 
mensurável. Ver [6 , Cap . 1, Pág. 31] .
7§,0.3 INTEGRAÇÃO .
0.3.1 Definição
Seja s uma função mensurável simples , uma cr-álgebra 
e v uma medida positiva definida em  J i  . Então para
A € ç/l definimos
f  n
I s dy = E c^y (A^r> A) 
A  1_3í
0.3.2 Definição
Seja f : X [0, °°] uma função mensurável, A £ ^  , e 
y uma medida positiva definida e r a , então
i
f dy = syp I s  dy
yA  A
O supremo ê tomado em relação a toda função simples 
mensurável s / 0 í  s í f.
§ 0.4 CONTINUIDADE DOS FUNCIONAIS LINEARES EM ESPAÇOS VETO-
RIAIS TOPOLÕGICOS _
0.4.1 Definição
Um espaço vetorial X, munido de uma topologia t , tal 
que *
a) cada ponto de X e um conjunto fechado e,
b) as operações
8(x ,y) -»-x + y de X x X em X «e 
(a ,x) ax de R x X em X '
são continuas com respeito a r .
Então dizemos que t ê uma topologia vetorial e m  X,e X 
é um espaço vetorial topologico.
0.4.2 Proposição
Seja X um espaço vetorial topologico, e í um func i o ­
nal linear definido em X . Se $ é continuo na origem, 
então $ é contínuo. Ver [8, C a p . I, Pag. 14].
0.4.3 Definição
Sèja X um espaço vetorial topologico e (fn )n uma suces
são em X. Dizemos que um funcional $ definido.em X é/
sequencialmente'contínuo se, e somente se, .
f f entao n
<$, f >' -y <$, f >
onde <$, > significa, o funcional $ aplicado em um 
•: elemento do espaço.
0.4.4 Proposição
Seja X um espaço vetorial topologico e $ u m  funcio -
nal linear definido em X. Se $ é contínuo então $ é
sequencialmente contínuo. Ver. [2 , P a g . 370] .
9CAPÍTULO 1
§1.1 O ESPAÇO C „ CR)
1.1.1
Consideremos o conjunto das funções contínuas a s u p o r ­
te compacto, representado por.C (R).
Com o auxílio de funções do 2 9 grau, podemos construir 
funções em Cc (R)•
Exemplos
Seja f uma função definida por:
\
2
f(x)
(x + 2)
-x + 2
(x - 2)
-2 < x < -1 
-1 S x < 1 
1 < x < 2
x í -2 x >’ 2
f tem o seguinte grafico:
r
Gráfico 1.1
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O seguinte exemplo e mais simples:
1.1.2 Seja £ definida por:
x + 1 -1 < .x $ 0
f (x)  = • -x + 1 0 < x < 1
0 x < -1 x » 1
e representada como abaixo:
Grafico 1.2 .
Os dois exemplos acima mostram que. Cc (R) ^ 0. Facilmen 
te se demonstra que Cc (R) ê um espaço vetorial sobre o 
corpo R. •
§ 1.2 FUNCIONAIS LINEARES
1.2.1 Definição
Dado um espaço vetorial sobre um corpo, uma transforma 
ção linear do espaço vetorial sobre o corpo e chamada 
um funcional linear.
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1.2.2 Proposição -
Seja $ uni funcional linear definido em um espaço veto- 
rial topológico. Então $ é contínuo,se for seqÜencial^ 
mente contínuo na origem. •
D e m o n s t r a ç ã o :
Seja uma sucessão fn , tal que fn -k  0 então
<*, fn > ->• <$, 0> = 0 .
1.2.3
1.2.4
Teorema
Seja f Uma função contínua, então £ e mensurável 
D e m o n s t r a ç ã o : Ver [6, C a p . 1, Pag. 2 7].
Corolário
Seja f € C (R) . Então f é mensurável.
§ 1.3 MEDIDAS COMO FUNCIONAIS LINEARES
1.3.1 Teorema
Dada uma medida positiva y em R, e V f , f e. C c (R) , 
e n t ã o ,
f dy c. f
onde
f I 1 = sup f(x) 
X £  R
c = y (supp(f))
D emons t r a ç a o :
Seja A = supp(f) então,
v(A) . sup |f (x) i 
x é  A
Observação
0 teorema 1.3.1 contém o passo essencial para a demon£ 
tração de um teorema que demonstraremos no fim deste 
capítulo. (Teorema 1.4.1) .
Proposição
Seja H uma medida definida na cr-ãlgebra dos Borelia -
0 29 membro da equação acima significa a integral da 
função f com respeito ã medida y , no sentido de Lebes- 
g u e . • '
D e m o n s t r a ç ã o :
É imediata pela linearidade da integral.
nos da reta. Então v d e f i n e ,um funcional lineàr■. ■ i em
Cc (R) através da e q u a ç ã o : 
<v , f > = h
CONSTRUÇÃO DE UMA TOPOLOGIA COMPACTO-ABERTA EM C,,(R)
i
Para facilitar, sem perder a generalidade, faremos a
a» 3
construção dos .abertos da topologia, baseados em aber 
tos da origem, pois através das operações multiplica - 
ção e adição, poderemos transferir estes abertos para 
o e s p a ç o .
Definamos V Q (A, Ç) como uma vizimfeança que depende de 
A e Ç , isto é ,
se f V0 (A, Ç) então 
supp(f) C  A e |f(x)| < Ç.
Onde A é u m  conjunto compacto e ç é um número maior 
que zero.
Definamos ainda,
V f (A, ç ) , isto é,
V f (.A,. O. =
= V c (A, ç) + f ....
0 grafico 1,3 ilustra exemplos de íunçoes definidas em 
V 0 CA, ç) e V f CA, O .
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Grafico 1.3
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Teorema
Seja y uma medida positiva. Então p representa um fun
cional linear contínuo sobre Cc (R) com a topologia de­
finida em 1.4.
Demons t r a ç ã o :
* : Cc (R) + R
y (supp(f)) < A> =
= \  U V (K,<5) , K compacto 
K °
onde
Ora, U- V (K,'í) é aberto, pois ê urna reunião de abertos
* 1 ((-ç,ç)) = (f; sup ]f (x) j< —
K
logo
$ 1 (-£,€) e aberto e , portanto
$ e continua
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CARACTERIZAÇÃO DAS MEDIDAS FINITAS POSITIVAS COMO DERIVADAS 
NO SENTIDO DE SCHWARTZ DE < -FUNÇÕES DE DISTRIBUIÇÃO
Neste capítulo descreveremos uma extensão do processo usual de de_ 
rivação representada pela derivação no sentido de S c h w a r t z , e da­
remos atenção especial ã sua relação com as medidas finitas.
Nosso objetivo principal ê a demonstração de teorema (2.3.13) que 
caracteriza uma generalização de um resultado obtido por Ivam QlJ 
em sua dissertação de mestrado.
' \  ■ ■
Ivam demonstrou que: Dada uma probabilidade p e F^ sua função de 
distribuição, então p^  = dF ; Ou seja, probabilidades são deriva­
das no sentido de Schwartz de suas funções de distribuição.
Estenderemos o resultado para o caso em que ao invês de probabilí 
d a d e , tivermos medidas finitas.
Subdividiremos o capítulo em 3 partes para maior clareza:
2.1 Funções de Distribuição e k - funções de D i s tribui­
ção .
2.2 Derivação no Sentido de Schwartz
2.3 As Medidas Positivas Finitas e a Derivação no Sen
CAPÍTULO 2
tido de Schwartz
17
§ 2.1 FUNÇÕES DE DISTRIBUIÇÃO E k -FORÇOES DE DISTRIBUIÇÃO
Neste parágrafo obteremos um espaço que nos permita u- 
ma definição genérica de uma isedida finita p o s i t i v a .
2.1.1 Definição
Uma função real f com domínio R, f, monótona crescente 
tal que .
f C-~) = 0 e f (*») = 1
é chamada uma função de distribuição.
2.1.1.1 Notação
Resumiremos "função de distribuição" por f. de d.
Seja F o conjunto de todas as f. de d. . >
■ . ^ IVemos que F tem uma estrutura algébrica fracas
Somemos tc € R, < f  0 e 
f £ F então 
(k + f) £  F
também para k ^ 0 ou 1 
tc.f 4- F .
2.1.2 Definição
[ Seja f £ F e k £ R + então,
nos definimos <.f como uma
_ í _ 'K-funçao de distribuição.
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2.1.2.1 Designaremos K ao conjunto de todas as ic-f. de.d..
2.1.3 Proposição
(K, +) e um s e m i - g r u p o , alem de ter a estrutura de co­
ne lateral.
R e l e m b r e m o s : (K, +) tem a estrutura de cone lateral se 
h £ K , então c .h £ K , V  c £ R +
A demonstraç'ão da proposição ê imediata.
§2.2 DERIVAÇÃO NO SENTIDO DE SCHWARTZ
*
Suponha que £ e g sejam funções de classe C , então 
Vale a formula da integral por partes.
2.2 . 1
/:
f dg = f .g
J-
g df
Acrescentaremos o fato de que f £ C (R)
Então o termo
2 .2.2
2.2.3
f-g = 0
Substituindo (2.2.2) em (2.2 
da a :
a formula fica reduzi-
/ :
f dg = - g df
O  J  * 4 0
Consideremos agora todas as funções g para as q u a i s , 
= j  g(x) f ’(x) dx
(integral no sentido' de Riemann-Stieltjes)
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exista, e para isto basta que g seja localmente inte - 
grável â direita em 2.2.3 (no sentido de Reimann-St ieJL 
t j e s ) . Temos então, um forte argumento para definir dg 
em 2.2.3.
Vemos que se g não for derivável, não tem sentido o l 9 
membro de 2.2.3. Então representaremos como abaixo:
2.2.4 < d g .f > = - I g df
A equação acima define dg como u m  funcional linear so­
bre o espaço C c ( R ) .
Salientamos a importância do espaço C^(R) para a defi­
nição de dg.
De agora em diante , f £ C*.(R) , então f é uma função 
teste e denominaremos ao espaço C^.(R) um espaço de fun
ções teste . |
’ I
Esta ê uma terminologia usual em teoria das distribui­
ções, relativamente ao espaço das funções sobre as 
quais atuam os funcionais lineares.
Como (2.2.3) vale para g diferenciável a apos a defini^ 
ção de d g , a formula
2.2.5 j f dg = -Ig df
J" /*»
i vale para uma classe maior de funções, a classe de'to­
das as funções g que sejam localmente integráveis, e n ­
tão (2.2.5)* estende o conceito de derivada a uma clas­
se maior d€ funções que não apenas as diferenciáveis 
no sentido do cálculo.
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Notemos de 2.2.3 que se g for diferenciavel no sentido 
usual, a formula não produz novidade .
• Fica assim caracterizada uma extensão do processo de 
derivação, e a derivada no sentido de Schwartz fica de_ 
finida em (2.2.5) e generaliza a derivada "do calculo'.'
§ 2.3 AS MEDIDAS POSrTIVAS FINITAS E A DERIVAÇÃO NO SENTIDO
DE SCHWARTZ
Seja 3 a-ãlgebra dos Borelianos d a  reta.
2.3.1 Teorema
I ^
Cada medida positiva p em 3 determina uma unica k-fun 
\  ■ _ ^ ^ 
çao de distribuição k.fri através da correspondência:P *
2.3.1.1.. V  x € R k.p ((-~, x]) = k.fp(x)c
2 .3.1. 2 Lema
v é uma medida positiva finita, se, e somente se, 
v = k p , onde p é uma probabilidade e k uma constante 
positiva." ,  * •
Demons t r a ç ã o : ‘
. Decorre da definição de probabilidade e de medida posi^ 
tiva finita.
2.3.1.3. Lema > .
I  ^'Cada probabilidade p em g determinada uma unica fun­
ção de distribuição f através da correspondência:
V x  Ê R, pC.C~~.-x]) = fp(x) .
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D e m o n s t r a ç a o :
Ver [4, Cap. 2, Pag. 24, 28 e 29].
A  demonstração do teorema 2.3.1 segue dos lemas 2.3.1.2 
e 2 . 3 .1 .3.
2.3.2 Observação
A álgebra Euclidiana de Borel, em R 1 e gerada pela 
coleção de intervalos da forma (a, b] , « a < b < +°° , 
isto é, a álgebra g' consiste de todas as uniões fin_i 
tas de conjuntos disjuntos da forma (a, b] , (-°°, a] ou 
(b .
V  ' .
2.3.3 Teorema
Seja y e v duas medidas definidas n a  mesma álgebra de 
Borel que e gerado pela algebra de conjuntos 
Se ambas, y ou v forem o-finitas e m  'J’ e y(E) = y(E)., 
para todo E G  ^ , então isto também se verifica para to 
do E £ 3" e logo y = v .
D e m o n s t r a ç ã o : Ver [4, Cap. 2 , Pág. 28].
2.3.4 Corolário ,
Se y e v forem duas medidas positivas finitas defini - 
das em g’ , tais que:
*
x , jj (-«o, x] = v(-«>, x] então y = v .
2.3.5 Lema
Convergência monõtona de L e b e s g u e .
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Seja (fn )n uma sucessão de funções mensuráveis em X e 
suponha q u e :
1) O c f  < f < ...<«> para x é X.1 , 2  .
2) fn (x) f(x) quando n *» , x e. X. 
então f é mensurável e,
Demons t r a ç a o :
Ver [7, Cap. 1, Pág. 21] .
2. 3 .6 Proposição
Existe (fn )n uma sucessão de funções pertencentes ao
espaço Cç(R) tais q u e :
■ ' ' ; 1
1) fn •> X" quando n -*■ «> l
. .(- <*>, a)' ' i
2) fn < fn + 1 .
Isto ê ; a sucessão (fn)n satisfaz o lema da convergên­
cia monótona de Lebesgue e o limite pontual é T , a)
D e m o n s t r a ç ã o :
Ver [l, Página 2 5].
0 gráfico 2.1 ilustra como obter as fn por construção,
; através de funções constantes e polinómios de grau n,e
o comportamento das funções fn .
/ .fn dy dy quando n
Gráfico 2.1 
A g o r a :
Pela definição de ,d(K.f ) temos:
2.3.7 < d (k • fp) , fn> = - J K.fp £n
1
No gráfico 2.2 podemos ver alguns elementos de (fn )n e 
seu comportamento. *
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Observamos que as fj\ são nulas na reta inteira, a não 
ser em uma vizinhança de n ‘ e em u s a  vizinhança de
a - ç .
Então podemos escrever 2.3..7, coma :
< d ( K . f p ) , £ n >  =  -  | K . £ p  f ^  -  1 K • f p  f n
v(n) v(a-ç)
Analisando o gráfico de (fn }n podemos observar o seguin 
te; as áreas das vizinhanças v(n) e v(a-Ç) são respec-r 
tivamente k e -k .
O b s e r v a ç ã o :
Se (h = l ; h > 0 *
■l (entao h.f = valor medio da função f no suporte da 
função h.
Portanto, pela observação acima, temos:
< dtc. fp , fn > = - k (valor mêdio de fp em v(n)).
+ k (valor medio de fp em v(a - Ç )).
Podemos concluir então que:
i) 0 valor médio de k •fp em uma vizinhança de n, quan 
do n +  -«> tende a zero.
ii) 0 valor médio de k . fp em uma vizinhança de (a-ç)-, 
tenderá ao válor de K.fp(a) na medida em que a área 
sob a curva f^ se concentre em vo l t a  do ponto (a-ç).
Portanto, temos a sucessão de número r e a i s :
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(<dK.f fn >) . que converge p a r a  K p ( ( -”, a)) 
' /n£N
2.3.10 Lema
0 limite KpC(-«», a)) da sucessão (< d< . f p , £n> )n ^ N não
(gn )n satisfazendo 2.3.4...
D e m o n s t r a ç ã o :
gn - fn tem limite ponto a ponto niulo; 
logo,
<d(< .£ ) , gn - £n> -*• ' 0 isto e „
tem mesmo limite.
A independência da sucessão escolhida permite-nos a seguinte defi^ 
nição:
Dada uma k - função de distribuição k • f p então sua deri­
vada no sentido de Schwartz, em (-*» , a) e definida co­
m o : :
Fica assim demonstrado o teorema central deste capítulo cujo enun
muda se ao invês de (fn )n , usarmos outra sucessão
2.3.11 Definição
d ( K -fp ) CC“". a)) = tcp(-~, a)
2.3.12 Observação
Pelo teorema 2 . 3.1 , d(< . f .) ê uma medida
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ciado ê 
2.3.13
2.3.13.
2.3.14
2.3.15
e n t a o : -
Teorema
A  derivada no sentido de Sehwartz de uma K-função de 
distribuição é uma medida p o s itiva finita.
0 que nos demonstramos foi o seguinte:
0 funcional d(ic.fp) ê uma medida que coincide com a me 
dida Kp, sobre os intervalos da forma ( -«> , a] , e por- 
tanto dK.fp e <p são dois símbolos para a mesma medida.
1 Observação
' Reciprocamente, em relação a 2.3.13, as medidas positjL 
vas finitas determinam de maneira Bnica K-f. de d. p e ­
la formula (2. 3.1.1).
Podemos agora apresentar uma caracterização geral das 
medidas finitas não necessariamente positivas.
Proposição
0 conjunto K gera um espaço vetorial (de f u n ç õ e s ) . 
D e m o n s t r a ç ã o : Ver [5].
Definição
■k- • 
Seja E o espaço vetorial gerado p o x  K, então uma m e d i ­
da finita (com sinal) é a derivada no sentido de 
Sehwartz de um elemento arbitrário de E .
CAPÍTULO 3
A  MEDIDA DE LEBESGUE COMO LIMITE DE MEDIDAS POSITIVAS E FINITAS
Generalizaremos o processo do capitulo anterior para medidas nao 
finitas com particular interesse na medida de L e b e s g u e .
No primeiro parágrafo definiremos uma classe especial de funções 
(<-f. de d.u) que nos ajudarão na construção da medida de Lebes - 
gue.
0 resultado fundamental deste capítulo e o teorema (3.3.3).
\
Ele diz que essencialmente a medida de Lebesgue é o "limite" de
medidas positivas e finitas. ,
í
0 capítulo estã subdividido em:
3.1 tc-funções de Distribuição Uniformes
3.2 Integral de Riemann como Funcional Linear de Cc (R)
3.3 A Medida de Lebesgue como "Limite" de
§ 3.1 k -FUNÇOES DE DISTRIBUIÇÃO UNIFORMES
3.1.1 Definição ;
Uma K-função de distribuição é uniforme se no interva­
lo [0,k ] ela coincidir com a p r i m e i r a  b i s s e t r i z .
3.1.1.1 Designaremos -por. K ao conjunto de todas as K-funções 
de distribuição uniformes e as denotaremos por K-f. de
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3.1.2, Definição
Diremos que g é uma função rampa s e : 
g = c + f
onde f £  K e c '£ R. y
Isto é, uma função rampa é uma K-f. de d.u somada a uma constante 
Ver Gráfico 3.1.
3.1.2.1 Designaremos por K r ao conjunto de todas as funções 
rampa.
3.1.3 Proposição
Sej a f £ K r então
f ’ = r r ui *[a, b]
Demons t r a ç ã o :
• f £  K r => f = g + c
df - d (g + c)
- ■: = dg «
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Como g £ K C  K , então dg ê uma anedida. 
f é diferenciavel rio sentido nas uai com df = X”,[a,b]
A proposição acima sugere o s e g u i n t e :
3.1.4 Definição
Consideremos uma sucessão (fn )n de elementos de K r , 
Então denominaremos Xn a medida dada por:
Xn = dfn = X-
[an ’ ^nJ
Para maior clareza anexamos o grafico 3.2-de-um elemento de K r 
sua d e r ivada.
e
Gráfico 3.2
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§3.2 A INTEGRAL DE RIEMANN COMO FUÍCIONAL DE C ^ ÇR)
3.2.1 Proposição
Se j a £ €  Cc (R)
então a equação
< f  £> = y i ( x )  dx
define um funcional linear em Cc (R).
3.2.2 Proposição
A  única medida que extende a integral de Riemann no 
sentido de Lebesgue é a medida de Lebesgue.
I
§3.3 A MEDIDA DE LEBESGUE COMO "LIMITE" DE XJ1
3.3.1 Proposição |
X n definida por 3.1.4 ê uma medida positiva finita.
3.3.2 Teorema
A medida X n é localmente idêntica a medida de Lebesgue 
Demons tração : : ■'
Seja. f. é. Cc (R) . Então ,
; j ’ fdXn = . J f  (x) dx
onde [- n , n] ê um compacto que contém supp (f) .
No segundo membro temos uma integral no sentido de
R i e m a n n .
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Teorema
Xj^  converge pontualmente para a medida de Lebesgue
D e m o n s t r a ç ã o :
k f  £ £  Cc (R) , f fixada
3 N q / supp (f) C  [-N0 . N0 ] C  [-n, n]
fN o f nf dA = fdx = I f (x) , dx = sn £ R
» No J N 0 J-n
entao
)fX  % 0 ~ J ^  ^^n “ sn ^  R
Temos portanto uma sucessão (sn )n de elementos p e r t e n ­
centes aos reais, tais que
logo
sn - SNo . - /  f(x) dx
Podemos concluir assim que as medidas (An )n para q u a l ­
quer função f coincidem com a integral de Riemann,sig­
nificando que xn converge pontualmente para a medida 
de Lebesgue sobre os elementos de Cc (R) onde os porftos 
são funções £. Cc (R); '
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